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二阶混沌多项式的概率密度精确计算及
其结构可靠度应用
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（北京工业大学城市建设学部，北京  100124）

摘要: 混沌多项式展开是一种广泛使用的方法，用于建立功能函数的代理模型，以方便对随机结构进行不确定性量

化及可靠度分析。然而，在某些可靠度分析问题中经常需要混沌多项式展开模型的概率密度函数作为随机变量的

完整表达，但在一般情况下难以准确计算混沌多项式展开模型的概率密度函数。为研究二阶混沌多项式展开模型

的概率密度函数计算方法，通过正交变换消除模型中的交叉项，推导出二阶混沌多项式展开其特征函数的显式表

达式，然后利用快速傅里叶变换求得二阶混沌多项式展开的概率密度函数，并通过数值算例验证了所提方法在结

构可靠度应用中的准确性和适用性。研究结果表明：所提方法能获得二阶混沌多项式模型的概率密度函数与累积

分布函数，计算结果与理论精确解吻合，获得的非中心卡方分布的累积分布函数尾部可与精确值在 10-8 水平上保

持一致，且适用于高维情形。同时，所提方法能高效准确地给出不同响应阈值下的结构失效概率，即使是在 10-8水

平上的小失效概率情形。相较于前四阶矩方法，所提方法计算精度更高，对于输出变量具有强非高斯性的情况依

然适用。此外，由于二阶混沌多项式展开模型代理强非线性功能函数存在一定误差，因此所提方法对于强非线性

问题存在一定局限性。
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Abstract: Polynomial chaos expansion （PCE） is a widely used approach for establishing the surrogate 
model of a performance function for the convenience of uncertainty quantification and reliability analy‑
sis of a stochastic structure. However， it remains difficult to calculate the probability density function 
of the PCE accurately for general cases， though the probability density function， as a complete repre‑
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study the calculation method of the probability density function for the second-order polynomial chaos 
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The explicit formulation of the characteristic function of the second-order PCE is derived and then the 
corresponding probability density function of the PCE is computed via inverse fast Fourier transforma‑
tion. The accuracy and applicability of the proposed method for structural reliability problems are veri‑
fied through numerical examples. The results show that： the proposed method can provide the proba‑
bility density function and cumulative distribution function of the second-order PCE model， and the 
calculation results are accurately consistent with the theoretical solution. The tails of the cumulative 
distribution function of the obtained non-centered chi-square distribution can be consistent with the ex‑
act value at the 10-8 level and are suitable for high-dimensional cases. At the same time， the proposed 
method can efficiently and accurately give the structural failure probability at different response thresh‑
olds， even in the small failure probability cases. Compared with the first four-moment-based method， 
the proposed method is of higher accuracy and is applicable to strongly non-Gaussian output variables. 
In addition， the proposed method has some limitations for strongly nonlinear problems due to the error 
in the second-order chaos polynomial expansion model to represent strongly nonlinear performance 
functions. The research results provide a theoretical basis for the uncertainty quantification of PCE 
models and their application in structural reliability analysis and optimization design.
Keywords: structural reliability； polynomial chaos expansion； characteristic function； probability den‑

sity function； Fourier transformation

0 引  言

在实际工程结构可靠度分析中，表征结构工作

状态的功能函数通常是隐式的，需要调用高耗时的

有限元分析。多次调用有限元分析所消耗的计算

时间占据着可靠度分析的主要计算成本，其高昂的

计算成本甚至可能导致可靠度分析无法实行。目

前，代理模型是解决上述难题的有效方法之一，受

到越来越多中外学者们的关注。代理模型仅借助

少量结构响应分析构建起输入与输出随机变量间

的映射关系，代替原本高耗时的功能函数来预测结

构性能，进而进行不确定量化及可靠度分析。

常用的代理模型主要包括响应面法［1‑2］、Kriging
模型［3‑4］、混沌多项式展开（polynomial chaos expan‑
sion， PCE）［5‑6］等。其中，PCE 可以将功能函数展开

为一系列多元正交多项式，建立输入变量与输出变

量间的显式函数关系，具有坚实的数学理论基础，

被广泛地应用于不确定量化及可靠度分析中。当

前，关于 PCE 模型的研究主要解决两个问题：正交

多项式构建和“维数灾难”问题。对于正交多项式

构建，N.Wiener［7］以 Hermite 正交多项式为基函数构

建 PCE 模型，但其仅对正态分布类型的输入随机变

量具有指数收敛速度。D.Xiu 等［8］根据 Askey 方案

将原混沌多项式理论扩展得到广义混沌多项式

（general polynomials chaos）方法，其适用于特定几

种分布类型的输入变量。此外，还发展了许多针对

任意分布类型以及原始样本数据的混沌多项式方

法［9‑10］。然而，随着输入随机变量维数的增长，混沌

多项式方法的计算量也随之极速增长。为此，学者

们提出了多种多项式项截断策略［11‑12］来剔除 PCE 模

型中的高阶多项式项以缓解“维数灾难”。除了多

项式项截断，一些学者还结合多种技术，如 LAS‑
SO［13］、自适应算法［14‑15］、减维技术［16］等来构建稀疏

PCE 模型，仅保留对输出变量贡献度较大的多项

式项。

关于 PCE 的现有研究主要集中于构建 PCE 代

理模型，在构建完成后仍需结合已有的结构可靠度

分析方法才能估算结构失效概率，如一阶可靠度分

析方法（first order reliability method， FORM）［17］、二

阶可靠度分析方法（second order reliability method， 
SORM）［18］，以及蒙特卡洛模拟（Monte Carlo simula‑
tion， MCS）［19］等数值模拟法。然而上述方法获得

的失效概率为功能函数小于零的信息，无法充分地

表征功能函数的概率信息。模型输出的概率密度

函数（probability density function， PDF）作为概率信

息的充分表达，对于基于可靠性的设计优化［20］，相

关灵敏度分析［21］等问题是必要的。因此，许多学者

提出了不同的近似方法求解 PDF。高阶矩法［22］等

基于矩的方法主要计算功能函数的前若干阶矩，并

根据矩确定功能函数的概率分布及其失效概率。

得益于混沌多项式的正交性质，PCE 各整数阶矩的
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精确值可以通过多项式系数及其期望直接计算得

到，结合关于功能函数分布类型的假设（如 Pearson
分布［23］、移位广义对数正态分布［24］、立方正态分

布［25］等）即可确定 PCE 的分布。然而，特定的参数

化分布模型难以适用于所有情形。X.Wei等［26］根据

基于前四阶矩的最大熵原理求得 PCE 的概率密度

函数，并对船体表面进行不确定性分析。该方法无

需假定功能函数的分布类型，使用前四阶矩信息求

解 PDF。然而，随机变量的前四阶矩有时并不足以

表征其完整的概率信息。基于前四阶矩的最大熵

分布仅适用于窄于高斯的尾部行为［27］。

在工程实践中，二阶 PCE 一般便能够较好地拟

合实际工程结构的功能函数，描述结构的非线性特

征。为此，本文提出了基于二阶 PCE 模型 PDF 精

确计算的结构可靠性分析方法。该方法推导出二

阶 PCE 特征函数的解析表达式，再通过快速傅里叶

变换（fast Fourier transform， FFT）获得二阶 PCE
的精确 PDF，进而求得不同响应阈值下的结构失效

概率。并通过数值算例，验证所提方法具有良好的

准确性和适用性。

1 PCE的基本原理

对于输入结构的 d维随机向量 X=｛X1，X2，…，

Xd｝
T，可以通过正态变换 T（如 Rosenblatt 变换、Na‑

taf 变换）用相应的独立标准正态随机向量 ξ=｛ξ1，

ξ2，…，ξd｝T 表出，即 X=T（ξ）。此时，结构功能函数

Z=G（X）=G［T（ξ）］=g（ξ）。

根据 PCE 理论，功能函数 Z可以展开为一系列

关于 ξ的 Hermite 正交多项式，如下：

Z= ∑
i= 0

Q- 1

ci Hi ( ξ ) （1）

式中，ci是多项式系数；Hi（ξ）是作为 PCE 基函数的

多元 Hermite 多项式，可表达为：

Hi ( ξ )=∏
k= 1

d

hαk ( ξk ),    0 ≤ ∑
k= 1

d

αk ≤ p （2）

式中，hαk ( ξk ) 表示关于 ξk的 αk阶一元 Hermite 多项

式；p是 PCE 的截断阶数。

对于 p阶 PCE，其多项式项总数记为 Q。PCE
项数Q随着 PCE 的截断阶数 p和随机向量 ξ的维数

d的增加而快速增长，具体关系如下：

Q= ( d+ p )!
d!p! （3）

构建 PCE 的关键任务之一是确定系数向量 c=

｛c1，c2，…，cQ-1｝
T，一般采用最小二乘回归法来确定

PCE 模型系数。假设有 N个 ξ的样本，记为 ξS=
｛ξ1

S，…，ξ jS，…，ξNS｝，其中第 j个样本点 ξ jS 表示为

ξ jS=｛ξj1S，…，ξjdS｝T，此时相应的功能函数响应向量

Z=｛g（ξ1
S），…，g（ξjS），…，g（ξNS）｝T，将 ξS 和 Z代入

PCE（公式（1））中：

Ac= Z
其中，
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称为设计矩阵。根据最小二乘法，通过使 PCE
在样本点处的预测值与观测值间的残差平方和最

小求得系数 c：

c= Arg min ∑
j= 1

N é

ë
ê
êê
êg ( ξ S

j )- ∑
i= 0

Q- 1

ci Hi ( ξ S
j )ù
û
úúúú

2

（5）

求解公式（5），得到系数向量 c的最小二乘解可

表示为：

c= ( ATA )-1AT Z （6）

2 基于二阶 PCE 模型 PDF 精确计算

的结构可靠度方法

2.1 二阶 PCE的特征函数

对于随机变量 Z，其特征函数QZ定义为：

QZ ( t )= E [ exp ( itZ ) ] （7）
式中，i= -1 为虚数单位。

本文研究对象为基于 Hermite 正交多项式的二

阶 PCE 模型，即 p=2。根据公式（1）和（2），功能函

数 Z的二阶 PCE 代理模型可表示为：

Z= a0 + ∑
i= 1

d

ai ξi + ∑
i= 1

d

∑
j≤ i

d

aij ( ξi ξj - δij ) （8）

式中，a0、ai和 aij分别是 PCE 的零阶、一阶和二阶项

系数；δij 为克罗内克函数，当 i=j时值为 1，否则

值为 0。
由于二阶 PCE 模型中包含交叉项 ξiξj，因此直

接将公式（8）代入公式（7）所得的多重积分较难求

解。本文通过正交变换，消除 PCE 中的交叉项，此

时QZ的多重积分将转化为多个简单一重积分相乘。

设正交变换 P，P是一个 d×d正交矩阵，即 PTP=I，

使得 ξ=Pζ。P应满足如下公式：
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P TSP= D （9）
式中，S=｛sij｝d×d为对称系数矩阵，当 i=j时 sij=aij，
否则 sij=aij/2；D是对角矩阵，对角线元素为 b2j。此

时，P和 D分别是特征向量矩阵和特征值矩阵。将

ξ=Pζ代入公式（8），可得 Z在 ζ空间中的二阶无交

叉项 PCE 模型，如下：

Z= b0 + ∑
j= 1

d

b1j ζ j + ∑
j= 1

d

b2j ζ 2
j （10）

其中，

b0 = a0 - ∑
i= 1

d

aii (11)

b1j = ∑
i= 1

d

pij ai (12)

式中，pij表示 P第 i行第 j列的元素；b0、b1j和 b2j分别

是 ζ空间下二阶 PCE 的零阶、一阶和二阶项系数。

由于 ξ为独立标准正态变量，通过正交变换后的

ζ同样服从独立标准正态分布。最后，将公式（10）
代入公式（7）中，可推导出二阶 PCE 模型其特征函

数的解析表达式：

QZ ( t )= E [ exp ( itZ ) ]=

E { exp [ it ( b0 + ∑
j= 1

d

b1j ζ j + ∑
j= 1

d

b2j ζ 2
j ) ] }=

exp ( itb0 ) ∏
j= 1

d

E { exp [ it ( b1j ζ j + b2j ζ 2
j ) ] }=

exp ( itb0 ) ∏
j= 1

d ∫ 1
2π

exp [ it ( b1j ζ j + b2j ζ 2
j ) ] ·

exp (- 1
2 ζ

2
j ) dζj =

exp ( itb0 ) ∏
j= 1

d 1
1 - 2ib2j t

exp [- b1j
2 t 2

2 ( 1 - 2ib2j t )
]

(13)

2.2 基于 FFT的二阶 PCE模型 PDF计算

文献［28］利用 FFT 计算了由标准正态随机变

量构成的功能函数的失效概率，本文根据 2.1 节中

二阶 PCE 模型特征函数的解析解，可以借助 FFT
快速求得其 PDF。这是由于随机变量的 PDF 和特

征函数可以构成一对傅里叶变换：

QZ ( t )=∫
-∞

+∞

f ( z ) exp ( itz ) dz (14)

f ( z )= 1
2π ∫

-∞

+∞

QZ ( t ) exp (- itz ) dt (15)

式中，f（z）和QZ（t）分别是随机变量 Z的 PDF 和特征

函数。

根据公式（13），可以求得二阶 PCE 模型特征函

数的一系列离散值 QZ（ts）（s=1，…，M），其中M即

为傅里叶变换采样点数，区间［t1，tM］是特征函数的

主要分布范围。根据离散傅里叶变换和 PDF 定义，

可推导得到二阶 PCE 模型其 PDF 离散值为：

f ( zr )= tM - t1

2π M
Fr exp ( t1 zr ),    r= 1,…,M (16)

其中，

Fr =
1
M

∑
s= 1

M

Q ( ts ) exp [ - i ( tM - t1 ) ( s- 1 ) z1

M
] ·

exp [ -2πi ( r- 1 )( s- 1 ) z1

M
] (17)

zr =
2π ( r- 1 )
tM - t1

+ z1 (18)

实 际 上 ， Fr 是 离 散 数 据 Q ( ts ) exp· 

[ - i ( tM - t1 ) ( s- 1 ) z1

M
]（s=1，…，M）的傅里叶系

数，可由 FFT 快速求得。值得注意的是，通过选择

合适的采样频率和采样点数可获得高精度的 FFT，

因此根据公式（16）~（18）求得的 PCE 的 PDF 基本

可认为是精确的。

相应地，二阶 PCE 模型其累积分布函数（cumu‑
lative distribution function， CDF）的离散值可通过

对 f（zr）进行数值积分获得：

F ( zr )= ∑
k= 1

r- 1 Δz
2 [ f ( zk )+ f ( zk+ 1 ) ],    r= 2,…,M

(19)
其中，

Δz= 2π
tM - t1

(20)

假 设 有 zm=0，此 时 可 以 很 容 易 地 得 到 二 阶

PCE 模型的失效概率：

Pf ≈ F ( zm )= ∑
k= 1

m- 1 Δz
2 [ f ( zk )+ f ( zk+ 1 ) ] (21)

最 后 ，根 据 失 效 概 率 可 得 到 相 应 的 可 靠 度

指标：

β= -Φ-1 ( Pf ) (22)
综上所述，根据所推导的二阶 PCE 模型特征函

数解析解，并通过 FFT 方法可快速获得二阶 PCE
模型的精确 PDF，进而估算结构失效概率。所提方

法无需对输出随机变量进行矩估计和概率分布假

设，既可以直接、精确地求解出 PCE 模型的 PDF，又

能高效准确地给出不同响应阈值下结构的失效概

率和可靠度指标。
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3 结构可靠度分析算例

3.1 算例 1：非中心卡方分布

为验证所提方法求得的二阶 PCE 模型 PDF 的

准确性及强非高斯性的情况适用性，算例 1 假定所

构建的二阶 PCE 模型为非中心卡方分布：

Z= 0.04n- 0.4∑
i= 1

n

X i + ∑
i= 1

n

X i
2 (23)

式中，n为非中心卡方分布的自由度；Xi服从标准正

态分布。

本算例中采用 108次抽样的 MCS 法和所提方法

分别与非中心卡方分布的理论精确解对比，并通过

度量所提方法得到的 PDF 值 f1（x）与非中心卡方分

布值 f2（x）之间的海林格距离 H来验证所提方法的

准确性：

H= 1
2 ∫

-∞

+∞

( f1 ( x ) - f2 ( x ) )2 (24)

基于 FFT 算法，采样点数设置为 226，并对特征

函数进行整周期采样。当非中心卡方分布自由度

n=3 时，PCE 模型的偏度为 6.62，峰度为 45.22。所

提方法得到的 PDF 曲线和 CDF 曲线与非中心卡方

分布以及 MCS 直方图对比结果分别如图 1 和图 2
所示。 PDF 曲线先迅速上升后下降 ，海林格距

离 H=3.744×10-4 。 当 非 中 心 卡 方 分 布 自 由 度

n=10，PCE 模型的偏度为 8.94，峰度为 90.58。所提

方法得到的 PDF 曲线和 CDF 曲线与非中心卡方分

布以及 MCS 直方图对比结果分别如图 3 和图 4
所示。PDF 曲线先上升后下降，分布主体区域较

自由度为 3 时变大且曲线较为平缓，海林格距离

H=7.406×10-8。所提方法获得的 CDF 尾部在 10-8

水平可精确吻合，然而 MCS 所得结果在 10-7水平处

出现偏差，无法得到 10-8水平的精确结果。

考虑随机变量维数较大时的高维情形，当非中

心卡方分布自由度 n=50，所提方法得到的 PDF 曲

线和 CDF 曲线与非中心卡方分布以及 MCS 直方图

对比结果分别如图 5 和图 6 所示。PDF 曲线分布主

体区域较自由度为 10 时变大且曲线更为平缓，海林

格距离H=2.098×10-8。所提方法获得的 PDF曲线

和 CDF 曲线均能够与非中心卡方分布精确吻合。

通过图 1~6 可以得到：（1）所提方法得到的

PDF 与自由度为 3、10、50 的非中心卡方分布精确值

吻合良好，海林格距离分别为 3.744×10-4，7.406×

图 1　自由度为 3 的非中心卡方分布的 PDF 结果对比

Fig.1　Comparison of PDF results for a non-central 
chi-square distribution with 3 degrees of freedom

图 2　自由度为 3 的非中心卡方分布的 CDF 结果对比

Fig.2　Comparison of CDF results for a non-central 
chi-square distribution with 3 degrees of freedom

图 3　自由度为 10 的非中心卡方分布的 PDF 结果对比

Fig.3　Comparison of PDF results for a non-central 
chi-square distribution with 10 degrees of freedom

图 4　自由度为 10 的非中心卡方分布的 CDF 结果对比

Fig.4　Comparison of CDF results for a non-central 
chi-square distribution with 10 degrees of freedom
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10-8 和 2.098×10-8。表明所提方法能够精确计算

二 阶 PCE 模 型 的 PDF，并 且 适 用 于 高 维 问 题 ；

（2）PDF 变化较平缓时，所提方法获得的 CDF 尾部

与精确值在 10-8 水平上基本一致，较 MCS 更为准

确。说明所提方法对工程中的绝大多数分布均可

精确计算且适用于小失效概率问题；（3）本算例中

自由度为 3、10、50 的非中心卡方分布偏度和峰度均

较大，超出基于立方正态分布的矩方法［25］的适用范

围，说明所提方法可以适用于强非高斯分布。

3.2 算例 2：屋顶结构

为验证所提方法在实际工程问题的准确性和

适用性，算例 2 对屋顶结构［29］进行可靠度分析，如

图 7 所示。该结构跨长为 l，承受均布的垂直荷载 q。

在结构分析过程中，将均布荷载简化为三个节点集

中荷载，每个节点集中荷载 P=0.25ql。该屋顶结构

的顶弦和压杆使用材料为混凝土，弹性模量为 Ec，

截面面积为 Ac。底部绳索和拉杆使用材料为钢材，

弹性模量为 Es，横截面面积为 As。设定该屋顶结构

的使用极限状态为结构跨中竖向位移等于最大容

许竖向位移，相应功能函数为：

G ( X )= ymax - ql 2

2 ( 3.81
E cA c

+ 1.13
E sA s

) (25)

式中，ymax为最大容许竖向位移。

本 算 例 中 随 机 变 量 相 互 独 立 ，统 计 信 息

见表 1。

本算例采用基于容积公式的选点方法构建二

阶 PCE 模型。该选点方法对 d>3 有效，容积样本

点总数为N=d2+3d+3，容积样本点总数随着随机

变量维数的增加较缓慢，即使输入变量较多时，也

能保证较高效率。

在本算例中最大容许竖向位移 ymax=0.04，将生

成的容积样本点集 ξS 通过正态变换后输入功能函

数G（X），得到功能函数响应值向量 Z=｛g（ξ1
S），…，

g（ξjS），…，g（ξNS）｝T，根据公式（6）可回归得到 PCE
模型的系数向量。因此，功能函数G（X）其在 ξ空间

中的二阶 PCE 代理模型如下：

Z= 0.016 3 - 0.001 7ξ1 - 4.79 × 10-4 ξ2 +
0.001 0ξ3 + 8.75 × 10-4 ξ4 + 0.001 0ξ5 +
4.22 × 10-4 ξ6 + … + 3.62 × 10-4 ξ5 ξ6 (26)
通过正交变换，可得在 ζ空间中的二阶无交叉

项 PCE 模型：

图 5　自由度为 50 的非中心卡方分布的 PDF 结果对比

Fig.5　Comparison of PDF results for a non-central 
chi-square distribution with 50 degrees of freedom

图 6　自由度为 50 的非中心卡方分布的 CDF 结果对比

Fig.6　Comparison of CDF results for a non-central 
chi-square distribution with 50 degrees of freedom

图 7　屋架结构

Fig.7　Roof structure

表 1 算例 2中基本随机变量分布信息

Table 1 Distribution information of basic random 
variables for Example 2

随机变量

q/(N·m-1)
l/m
As/m2

Ac/m2

Es/(N·m-2)
Ec/(N·m-2)

分布类型

Weibull分布

正态分布

正态分布

正态分布

正态分布

正态分布

均值

20 000
12

9.82×10−4

400×10−4

1×1011

2×1010

变异系数

0.07
0.01
0.06
0.12
0.06
0.06
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Z= 0.016 6 + 0.002 2ζ1 + 8.42 × 10-4ζ2 -
1.35 × 10-5ζ3 + 2.11 × 10-4ζ4 + 2.13 × 10-4ζ5 -
6.84 × 10-4ζ6 - 1.34 × 10-4ζ 2

1 - 1.05 × 10-4ζ 2
2 -

2.98 × 10-5ζ 2
3 - 1.74 × 10-5ζ 2

4 + 4.98 × 10-7ζ 2
5 +

3.17 × 10-5ζ 2
6

(27)
根据公式（13），很容易获得该二阶 PCE 模型的

特征函数，这里特征函数离散值个数M取为 226。当

ts∈［− 3 000，3 000］时，二阶 PCE 特征函数的实部

和虚部分别如图 8 和图 9 所示。特征函数的实部和

虚部随着 ts绝对值的增大均逐渐趋近于 0。
为验证所提方法求得的二阶 PCE 模型 PDF 的

准确性，本算例采用基于立方正态分布的矩方法和

PCE 模型进行 108次随机抽样的 MCS 法，分别与所

提方法的结果进行对比。其中基于立方正态分布

的矩方法利用二阶 PCE 代理模型前四阶矩的解析

解，结合立方正态分布拟合得到 PCE 模型的 PDF
和 CDF。当最大容许竖向位移 ymax=0.04 时，所提

方法、基于立方正态分布的矩方法和 MCS（108次抽

样）所获得的 PDF 和 CDF 曲线分别如图 10 和图 11
所示。可以看出，所提方法的 PDF 较基于立方正态

分布的矩方法与 MCS 直方图结果吻合程度更高，

结果更为精确。同时基于立方正态分布的矩方法

CDF 尾部与 MCS 和所提方法相比有所偏差且随着

CDF 的减小逐渐变大。由于 MCS 抽样次数限制，

MCS 法的 CDF 尾部在 10-8 水平出现较大偏差，而

所提方法 CDF 尾部可计算到 10-10水平。

对于结构可靠度分析，图 10 和图 11 中 Z≤0 的

区域为屋架结构的失效区域，反之则为安全区域。

根据统计分析和公式（21），可得到所提方法、基于

立方正态分布的矩方法和 MCS（109次抽样）的失效

概 率 结 果 ，分 别 为 5.383×10−8、9.141×10−8 和

5.800×10−8，进一步可算得其可靠度指标分别为

5.313 3、5.216 0 和 5.299 7。这说明即使在小失效概

率情况下，所提方法仍能保证极高的准确性和适用

性。图 12 还展示了三种方法得到的可靠度指标 β
随最大容许竖向位移 ymax的变化规律。随着最大容

许竖向位移的增大，结构可靠度指标逐渐变大，失

效概率逐渐减小，所提方法较基于立方正态分布的

矩方法更为精确。同时经计算，不同最大容许竖向

位移下所提方法与 MCS 求得的可靠度指标的相对

误差均小于 1%。值得注意的是，基于特征函数

FFT 的可靠度分析方法只需改变起始点 Z1，即可方

图 8　算例 2 的特征函数实部

Fig.8　The real part of the characteristic function for Example 2

图 9　算例 2 的特征函数虚部

Fig.9　The imaginary part of the characteristic function for 
Example 2

图 10　算例 2 中不同方法的 PDF 结果对比

Fig.10　Comparison of PDF results of different methods for 
Example 2

图 11　算例 2 中不同方法的 CDF 结果对比

Fig.11　Comparison of CDF results of different methods for 
Example 2
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便的得到相应阈值下的可靠度指标。特别是在小

失效概率情况下，所提方法避免了大量抽样计算，

较 MCS 的计算效率大大提高。

3.3 算例 3：隐式桁架结构

在实际工程结构可靠性分析中，功能函数往往

是隐式的。本算例对具有隐式功能函数的二维桁

架结构［30］进行可靠度分析，如图 13 所示。桁架结构

由 11 个水平杆和 12 个斜杆组成，跨度为 24 m，上下

杆之间的高度为 2 m。共 10 个随机变量组成结构输

入向量，表示为：

X= { E 1,E 2,A 1,A 2,P 1,P 2,P 3,P 4,P 5,P 6 }T (28)
式中，A1和 E1分别表示水平杆的横截面积和弹性模

量；A2 和 E2 是斜杆的横截面积和弹性模量；P1~P6

为作用于桁架结构上部节点的垂直荷载。输入随

机变量相互独立，统计信息见表 2。结构失效定义

为结构跨中挠度超过最大容许位移值，其功能函数

可由下式给出：

G ( X )= smax - |s ( X ) | (29)
式中，smax是最大容许挠度；s（X）是桁架跨中挠度，由

有限元分析得到。

本算例中构建二阶 PCE 模型所需样本点使用

混合精度的容积公式生成［31］，容积样本点总数为

N=2d2+6d+5，即有 265 个样本点。根据最小二

乘法回归得系数向量，构建起该桁架结构隐式功

能函数的二阶 PCE 代理模型。当最大容许挠度

smax=0.12 时，所提方法、基于立方正态分布的矩方

法和 MCS（108 次抽样）所获得的 PDF 和 CDF 曲线

分别如图 14 和图 15 所示。可以看出，所提方法与

基于立方正态分布的矩方法的 PDF 曲线均与 MCS
直方图结果十分吻合，具有很高的精度。基于立方

正态分布的矩方法和 MCS 的 CDF 曲线尾部在 10-8

水平处出现偏差。所提方法、基于立方正态分布的

矩 方 法 和 MCS 的 失 效 概 率 分 别 为 1.204×10−3、

1.209×10−3和 1.200×10−3，进一步可算得其可靠度

指标分别为 3.034 6、3.033 4 和 3.035 3。由于不同

挠度阈值下的功能函数仅相差个常数，因此不同挠

度阈值下的失效概率可转化为 PCE 模型（smax=
0.12）在不同位置处的 CDF 值，如图 14 所示。

图 13　桁架结构

Fig.13　Truss structure

表 2 算例 3中基本随机变量分布信息

Table 2 Distribution information of basic random 
variables for Example 3

随机变量

E1,E2/Pa
A1/m2

A2/m2

P1,…,P6/N

分布类型

对数正态分布

对数正态分布

对数正态分布

Gumbel分布

均值

2.1×1011

2.0×10–3

1.0×10–3

5.0×104

变异系数

0.1
0.1
0.1
0.15

图 14　算例 3 中不同方法的 PDF 结果对比

Fig.14　Comparison of PDF results of different methods for 
Example 3

图 15　算例 3 中不同方法的 CDF 结果对比

Fig.15　Comparison of CDF results of different methods for 
Example 3

图 12　不同最大容许竖向位移下的结构可靠度指标

Fig.12　Structural reliability indices for different maximum 
allowable vertical displacements
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为进一步考察 PCE 模型非高斯性的影响，采用

3 种方法分别计算了不同输入变异系数下的结构可

靠度指标。为反映 PCE 模型其分布偏离正态分布

的程度，定义距离 D=α3Z
2+（α4Z–3）2，其中 α3Z和 α4Z

分别为 PCE 模型的偏度和峰度。当桁架结构水平

杆弹性模量 E1 的变异系数分别为 0.50、0.55、0.60、
0.65、0.70、0.75、0.80 时，计算得到的距离 D分别为

5.207 2、6.074 6、6.844 0、7.472 3、7.926 3、8.184 1、
8.235 0。3 种方法算得的可靠度指标 β随距离 D的

变化规律如图 16 所示。由图可知，随着距离D的增

加，即 PCE 模型非高斯性的增强，三种方法所得的

结构可靠度指标均逐渐减小。当距离 D较小时，基

于立方正态分布的矩方法所得的可靠度指标与其

他两种方法的结果较为接近，但随着距离 D逐渐增

大，矩方法的可靠度指标逐渐偏离其他两种方法的

结果。然而，所提方法与 MCS 的可靠度指标始终

结果保持一致。

为了更好地展现不同方法的适用性和准确性，

图 17 还给出了矩方法和 MCS 的可靠度指标相比所

提方法结果的相对误差随距离 D的变化曲线。随

着距离 D的增大，基于立方正态分布的矩方法计算

的可靠度指标相对误差逐渐变大。当 D>8 时，矩

方法其可靠度指标的相对误差大于 6%，而 MCS 与

所提方法的相对误差始终小于 0.5%。因此，相较基

于立方正态分布的矩方法，所提方法的计算精度更

高，适用范围更广，对于变异系数较大、输出变量具

有强非高斯性的情形其依然适用。

3.4 算例 4：强非线性功能函数

本算例考虑具有强非线性的功能函数，其表达

式如下：

G ( X )=

X 1 - 104 ( X 2 ( X 4X 5 )1.71

X 3
+ ( 1 - X 2 ) ( X 4X 5 )1.188

X 6
)

(30)
上式共包含 6 个相互独立的随机变量，统计信

息见表 3。

为考虑二阶 PCE 模型在代理强非线性功能函

数时的局限性，本算例首先采用基于容积公式的选

点方法构建了二阶 PCE 模型。其次，通过文献［29］
中稀疏 PCE 模型构建方法，利用 2 000 个 Sobol序列

点构建了稀疏的三阶 PCE 模型。所提方法获得二

阶 PCE 模型的 PDF 曲线与功能函数的 MCS（108次

抽样）直方图结果对比如图 18 所示。可以看出，所

图 16　不同距离D下的结构可靠度指标

Fig.16　Structural reliability indices for different distances D

图 17　不同距离D下可靠度指标的相对误差

Fig.17　Relative errors of reliability index for different 
distances D

表 3 算例 4中基本随机变量分布信息

Table 3 Distribution information of basic random 
variables for Example 4

随机变量

X1

X2

X3

X4

X5

X6

分布类型

对数正态分布

正态分布

对数正态分布

对数正态分布

Gumbel分布

对数正态分布

均值

1.044
0.7

0.239 1
1.011

0.000 5
1.802

变异系数

0.3
0.1
0.4

0.15
0.16
0.4

图 18　二阶 PCE 模型的 PDF 结果对比

Fig.18　The comparison of PDF result of the second-order 
PCE model
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提方法获得的 PDF 曲线与功能函数的 MCS 结果有

所偏差，主要是在分布峰值处和尾部。

利用 MCS 法对三阶 PCE 模型进行抽样模拟。

所提方法获得的 CDF 曲线与三阶 PCE 模型以及原

始功能函数的 MCS 抽样模拟所获得的经验 CDF 曲

线进行对比，其结果如图 19 所示。

根据图 19 可知，所提方法得到的 CDF 曲线与

原始功能函数的结果在左尾处有较大偏差，而三阶

PCE 模型和原功能函数的结果相吻合。所提方法

得到的可靠度指标为 2.371 0。三阶 PCE 模型和功

能函数抽样模拟所获得的可靠度指标分别为 2.313 6
和 2.322 4。结果表明，所提方法的计算误差主要来

源于二阶 PCE 模型的拟合误差；对于强非线性功能

函数，二阶 PCE 模型并不足以描述的情形，所提方

法将产生不小的误差，此时需要采用更高阶的 PCE
模型进行分析。因此，所提方法对于强非线性问题

存在一定局限性。

4 结  论

针对现有数值模拟法和矩方法在计算 PCE 代

理模型的失效概率中所存在的效率低、分布假定、

概率信息不完备等问题，提出了基于二阶 PCE 模型

PDF 精确计算的结构可靠度方法，推导出二阶 PCE
模型特征函数的显示表达式，利用 FFT 求得 PCE
模型其 PDF，并据此估算目标结构的失效概率及可

靠度指标。研究表明：

（1）所提方法计算得到的 PDF 和 CDF 与理论

精确解完全一致，可适用于输出变量分布的偏度、

峰度较大，输入变量维数较高的情况。

（2）所提方法计算得到的二阶 PCE 模型的 PDF

和 CDF 与 MCS 结果基本完全一致，能够高效准确

地给出不同响应阈值下的结构失效概率，即使失效

概率接近 10−8；并且针对小失效概率问题，所提方法

相 较 于 MCS（109 次 抽 样）可 以 提 高 可 靠 度 分 析

效率。

（3）相较于基于立方正态分布的矩方法，所提

方法的计算精度更高，且适用范围更广，对于输入

变量变异性较大、输出变量具有强非高斯性的情况

依然适用。

（4）二阶 PCE 模型代理强非线性功能函数时可

能存在一定误差，因此所提方法对于强非线性问题

存在一定局限性。
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